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Abstract
In this paper, we give some existence results of stong solutions for the
energy equation associated to the Navier-Stokes equations with nonhomo-
geneous boundary conditions in two dimension.
Mots Cle´s: Equation de l’e´nergie, e´quations Navier-Stokes, fluide incompress-
ible, convection force´e, conditions aux limites non homoge`nes, tempe´rature de
paroi.
1 Introduction
Le proble`me thermique est de´crit par l’e´quation de l’e´nergie avec la convection
assure´e par la vitesse du fluide du syste`me (2). La tempe´rature θ (x,t) du fluide
satisfait le syste`me suivant, dans lequel on suppose qu’il n’y a pas de source
exte´rieure de chaleur :

∂θ
∂t
+ (v.∇)θ − a△θ = 0 dans QT = Ω× ]0, T [ ,
θ = θ∞ sur Γ0 × ]0, T [ ,
θ = θp sur Γ2 × ]0, T [
∂θ
∂x
= 0 sur Γ1 × ]0, T [ ,
θ (0) = θ0 dans Ω.
(1)
avec a > 0, T > 0, θ∞, θp re´els donne´s et θ0 donne´e. En outre, on a le
champ de vitesses v solution des e´quations de Navier-Stokes:


∂v
∂t
− ν△v + v.∇v + ∇p = 0 dans QT = Ω× ]0, T [ ,
div v = 0 dans QT ,
v = g sur ΣT = Γ× ]0, T [ ,
v(0) = v0 dans Ω.
(2)
ou` g , v0 et T > 0 sont donne´s. On suppose que :
div v0 = 0 dans Ω, v0.n = 0 sur Γ, (3)
et
g.n = 0 sur ΣT . (4)
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On suppose ici que Ω est un ouvert borne´ de classe C1,1. On se rame`ne aux
variables adimensionnelles ou` l’on pose pour simplifier :
θ∗ =
θ − θ∞
θp − θ∞
.
De telle sorte que le syste`me (1) devient :


∂θ∗
∂t
+ (v.∇)θ∗ − a△θ∗ = 0 dans Ω× ]0, T [ ,
θ∗ = 0 sur Γ0 × ]0, T [ ,
θ∗ = 1 sur Γ2 × ]0, T [ ,
∂θ∗
∂x
= 0 sur Γ1 × ]0, T [ ,
θ∗ (0) = θ∗0 dans Ω.
(5)
avec θ∗0 =
θ0 − θ∞
θp − θ∞
.
Pour e´tudier le proble`me (5), on se rame`ne a` des conditions aux limites ho-
moge`nes en posant
θ˜ = θ∗ − θs
ou` θs repre´sente la fonction de tempe´rature a` la paroi et ve´rifie


△θs = 0 dans Ω,
θs = 0 sur Γ0,
θs = 1 sur Γ2,
∂θs
∂x
= 0 sur Γ1.
(6)
L’ouvert Ω e´tant re´gulier, le proble`me (6) posse`de une solution unique θs ∈
∩
1≤ p <2
W 1,p (Ω) .
Alors (5) s’e´crit


∂θ
∂t
+ (v.∇)θ − a△θ = −(v.∇)θs dans QT = Ω× ]0, T [ ,
θ = 0 sur Γ0 × ]0, T [ ,
θ = 0 sur Γ2 × ]0, T [ ,
∂θ
∂x
= 0 sur Γ1 × ]0, T [ ,
θ (0) = θ0 dans Ω.
(7)
avec
θ0 = θ
∗
0 − θs,
et ou` pour simplifier l’e´criture, on a note´ θ au lieu de θ˜ dans (7).
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Remarque 1.1
Comme θs ∈ ∩
1≤p<2
W 1,p (Ω) et v ∈ L2(0, T ;H2(Ω))
alors
v.∇θs ∈ L
2(0, T ;Lp (Ω)) ∀1 ≤ p < 2.
Afin de re´soudre le proble`me (7), nous allons utiliser a` nouveau la me´thode de
Galerkin. Pour cela, on de´finit l’espace Φ =
{
ϕ ∈ H1(Ω), ϕ = 0 sur Γ0 ∪ Γ2
}
.
Le lemme qui suit permet d’obtenir une base spe´ciale adapte´e.
Lemme 1.2 Il existe une suite (ψj)j≥1 de Φ et une suite (λj)j≥1 de re´els tels
que :
λj > 0, lim
j→∞
λj = +∞,
∀ϕ ∈ Φ, ((ψj , ϕ)) = λj (ψj | ϕ) ,
(ψj | ψk) = δjk, ((ψj , ϕ)) = λjδjk.
De´monstration. Pour f ∈ L2((Ω)) , soit ψ ∈ H2(Ω) l’unique solution de


−△ψ = f dans Ω,
ψ = 0 sur Γ0 ∪ Γ2,
∂ψ
∂x
= 0 sur Γ1.
L’ope´rateur ∧ :
f 7−→ ψ line´aire et continue,
L2(Ω)−→H2(Ω)
est conside´re´ comme ope´rateur de L2(Ω) dans lui meˆme, ∧ est compact. De plus,
il est auto-adjoint :
(∧f1, f2) = (u1,−△u2) =
∫
Ω
∇u1.∇u2dx = (f1,∧f2) .
Par conse´quent, L2(Ω) posse`de une base hilbertienne forme´e de vecteurs propres
de ∧
∧ψj = µjψj , µj ∈ R, µj −→ 0
j−→∞
On a donc
(ψi | ψj) = δij
et pour tout ϕ ∈ H1(Ω) tel que ϕ = 0 sur Γ0 ∪ Γ2, on a :
(∧ψi | ϕ) = µi (ψi | ϕ)
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i.e. 

−△ψj =
1
µj
ψj dans Ω,
ψj = 0 sur Γ0 ∪ Γ2,
∂ψj
∂x
= 0 sur Γ1.
Notons que
(ψj | ψk) = λjδjk ou` λj =
1
µj
et que (ψj)j≥1 est une base orthogonale de l’espace Φ.
En particulier pour tout ϕ ∈ Φ, il existe ϕm ∈ 〈ψ1, ..., ψm〉 tel que ϕm → ϕ dans
H1(Ω) lorsque m→∞.
2 Existence de solution
Conside´rons maintenant le proble`me auxiliaire suivant :


∂θ
∂t
+ (v.∇)θ − a△θ = h dans Ω× ]0, T [ ,
θ = 0 sur (Γ0 ∪ Γ2)× ]0, T [ ,
∂θ
∂x
= 0 sur Γ1 × ]0, T [ ,
θ (0) = θ0 dans Ω.
(8)
ou` h et θ0 donne´s.
On se propose de de´montrer le re´sultat suivant
Lemme 2.1 Si θ0 ∈ H
1 (Ω) et θ0 = 0 sur Γ0 ∪ Γ2 et si h ∈ L
2
(
0, T ;L2 (Ω)
)
,
alors le proble`me (8) posse`de une solution unique telle que
θ ∈ L2(0, T ;H2 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;H1 (Ω))
θ′ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)).
De´monstration. On de´finit θm (t) une solution approche´e du proble`me (8) par
:
θm (t) =
m∑
j=1
gjm (t)ψj
De sorte que
(θ′m (t) , ψj) + α ((θm (t) , ψj)) + b (v, θm (t) , ψj) = (h, ψj) (9)
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avec

θm (0) = θ0m ∈ 〈ψ1, ..., ψm〉 ,
θ0m → θ0 dans H
1 (Ω) lorsque m→∞,
θ0 = 0 sur Γ0.
(10)
i) Estimation 1
Multiplions (9) par gjm (t) et sommons sur j de 1 a` m :
1
2
d
dt
|θm (t)|
2
+ α ‖θm (t)‖
2
= (h, θm (t))
≤ C |h (t)| ‖θm (t)‖
d
dt
|θm (t)|
2
+ α ‖θm (t)‖
2
≤
1
αC2
|h (t)|
2
(11)
En inte´grant (11) de 0 a` s, ou` s ∈ ]0, T ] , on obtient
|θm (t)|
2
≤ ‖θ0‖
2
+
1
αC2
‖h‖
2
L2(0,T ;L2(Ω)) ,
et on de´duit que
θm ∈ borne´ de L
∞(0, T ;L2 (Ω)).
Ensuite, en inte´grant de nouveau (11) entre 0 et T , il vient
θm ∈ borne´ de L
2(0, T ;H1 (Ω)).
Finalement, on a :
θm ∈ borne´ de L
∞(0, T ;L2 (Ω)) ∩ L2(0, T ;H1 (Ω)). (12)
ii) Estimation 2
Multiplions (9) par λjgjm (t) puis sommons sur j et graˆce au choix de la
base (ψj) de´finie au lemme 1.2, on a :
1
2
d
dt
‖θm (t)‖
2
+ α |△θm (t)|
2
+ b (v, θm (t) ,△θm (t)) = (h,△θm (t)) .
D’ou`
1
2
d
dt
‖θm (t)‖
2
+α |△θm (t)|
2
≤ |b (v, θm (t) ,△θm (t))|+ |(h,△θm (t))|
Mais,
|b (v, θm (t) ,△θm (t))| ≤ ‖v‖L∞(Ω) ‖θm (t)‖ |△θm (t)|
≤
3
4α
‖v‖2L∞(Ω) ‖θm (t)‖
2 +
α
4
|△θm (t)|
2
.
Et par conse´quent, on a
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12
d
dt
‖θm (t)‖
2
+ α |△θm (t)|
2
≤
3
4α
‖v‖
2
L∞(Ω) ‖θm (t)‖
2
+
α
4
|△θm (t)|
2
+
3
4α
|h (t)|2 +
α
4
|△θm (t)|
2
,
et
d
dt
‖θm (t)‖
2
+ α |△θm (t)|
2
≤
3
2α
‖v‖
2
L∞(Ω) ‖θm (t)‖
2
+
3
2α
|h (t)|
2
.
En utilisant le lemme de Gronwall, puis l’inte´gration entre 0 et T, on de´duit que
θm ∈ borne´ de L
2(0, T ;H2 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;H1 (Ω)). (13)
iii) Estimation 3
Multiplions (9) par g′jm (t) et sommant sur j = 1 a` m, on a :
|θ′m (t)|
2
+
α
2
d
dt
‖θm (t)‖
2
≤ |b (v (t) , θm (t) , θ
′
m (t))|+ |(h, θ
′
m (t))|
≤ ‖v (t)‖L∞(Ω) ‖θm (t)‖ |θ
′
m (t)|+ |h (t)| |θ
′
m (t)| .
On a donc :
|θ′m (t)|
2
+ α
d
dt
‖θm (t)‖
2
≤ C ‖v (t)‖
2
L∞(Ω) ‖θm (t)‖
2
+ C |h (t)|
2
.
En inte´grant entre 0 et t, on obtient
∫ t
0
|θ′m (s)|
2
ds+ α ‖θm (t)‖
2
≤ C
∫ t
0
‖v (t)‖
2
L∞(Ω) ‖θm (s)‖
2
ds
+C
∫ t
0
|h (s)|
2
ds+ α ‖θ0‖
2
.
Il en re´sulte alors que :
θ′m ∈ borne´ de L
2(0, T ;L2(Ω)). (14)
iv) Passage a` la limite.
On utilise ici le re´sultat de compacite´ suivant (voir Temam [7] , Lions [5]) :
The´ore`me 2.2 Soit B0, B,B1 trois espaces de Banach avec
B0 ⊂ B ⊂ B1, B0 et B1 e´tant reflexifs
et on suppose que
l’injection de B0 → B est compacte.
Soit
W =
{
v ∈ Lp0 (0, T ;B0) , v
′ =
dv
dt
∈ Lp1 (0, T ;B1)
}
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avec 1 < pi < +∞, i = 0, 1.
Alors l’injection de W dans Lp0 (0, T ;B) est compacte.
Nous appliquons maintenant ce the´ore`me en posant
W =
{
θ ∈ L2
(
0, T ;H2 (Ω)
)
, θ′ =
dθ
dt
∈ L2(0, T ;L2(Ω))
}
L’injection W ⊂ L2
(
0, T ;H1 (Ω)
)
e´tant compacte, donc il existe une sous-suite
de θm, encore note´e θm, telle que lorsque m → ∞, les convergences suivantes
aient lieu :
θm → θ, dans L
2(0, T ;H2(Ω)) faible (15)
θm → θ, dans L
∞(0, T ;H1(Ω)) faible * (16)
θm → θ, dans L
2(0, T ;H1(Ω)) fort (17)
θ′m → θ
′, dans L2(0, T ;L2(Ω)) faible. (18)
Passons a` la limite dans (9), on obtient
∀ψ ∈ Φ, (θ′ (t) , ψ) + α ((θ (t) , ψ)) + b (v, θ (t) , ψ) = (h, ψ)
Par ailleurs, pour tout t ∈ [0, T ] ,
θm (t)→ θ (t) dans H
1(Ω) faible
et en particulier
θ0m = θm (0)→ θ (0) dans H
1(Ω) faible.
Donc θ0 = θ (0) . Il est clair finalement que graˆce a` (15)-(18), on ve´rifie les
conditions aux limites dans (8).
3 Re´solution du proble`me (7)
De la remarque 1.1, on note que v.∇θs ∈ L
2(0, T ;Lp (Ω)) pour tout 1 ≤ p < 2.
Il existe hk ∈ D (QT ) tel que
hk → −v.∇θs dans L
2(0, T ;Lp (Ω)).
Il existe donc pour chaque k un unique θk ∈ L
2(0, T ;H2 (Ω))∩L∞(0, T ;H1 (Ω)),
θ′k ∈ L
2(0, T ;L2 (Ω)) solution de (8) avec second membre hk et θk (0) = θ0.
Par ailleurs,
∂θk
∂t
− α△θk = hk − (v.∇)θk. (19)
Il est clair que d’apre`s (12)
θk ∈ L
2(0, T ;H2 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;H1 (Ω))
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i.e.
v.∇θs ∈ borne´ de L
1(0, T ;L2 (Ω)).
En particulier θk ∈ borne´ de L
2(0, T ;H1 (Ω)) et hk−(v.∇)θk ∈ L
2(0, T ;Lp (Ω)).
De sorte qu’en utilisant les re´sultats sur l’e´quation de la chaleur et la convergence
de hk vers −v.∇θs dans L
2(0, T ;Lp (Ω)), on de´duit que pour tout 1 ≤ p < 2,
θk ∈ borne´ de L
2(0, T ;W 2,p(Ω)), (20)
θ′k ∈ borne´ de L
2(0, T ;Lp(Ω)). (21)
On peut finalement passer a` la limite pour montrer que le proble`me (7) admet
une solution unique θ telle que
θ ∈ L2(0, T ;W 2,p(Ω)), (22)
θ′ ∈ L2(0, T ;Lp(Ω)). (23)
Alors, on peut e´noncer le
The´ore`me 3.1 Soit θs ∈ ∩
1≤p<2
W 1,p (Ω), θ0 ∈ H
1 (Ω) et v ∈ L2(0, T ;H2(Ω)).
Alors le proble`me (7) admet une solution unique θ ve´rifiant, pour tout 1 ≤ p < 2
θ ∈ L2(0, T ;W 2,p(Ω)), θ′ ∈ L2(0, T ;Lp(Ω)).
De ce re´sultat, on de´duit le
Corollaire 3.2 Soit θ0 ∈ H
1 (Ω) et v ∈ L2(0, T ;H2(Ω)). Alors le proble`me
(1) admet une solution unique θ ve´rifiant, pour tout 1 ≤ p < 2
θ ∈ L2(0, T ;W 2,p(Ω)), θ′ ∈ L2(0, T ;Lp(Ω)).
Remarque 3.3 Si v ∈ L∞(0, T ;H2 (Ω)), on peut montrer que
θ ∈ L2(0, T ;W 2,p(Ω)), θ′ ∈ L2(0, T ;Lp(Ω)).
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